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TEOREMA DE GAUSS

El teorema de Gauss para el campo eléctrico (también existe y es
similar para el campo gravitatorio) es un teorema fundamental y que
aparece en el programa de 22 de bachiller, aunque en muchos casos sdlo se
comentay no se suelen poner problemas sobre ello en los exdmenes. Es por
ello que vamos a intentar definirlo de una manera practica y sélo haremos
un ejemplo de su aplicacion (en fisica de 12 de universidad se hacen
bastantes ejemplos sobre su aplicacidn al calculo de campos eléctricos). Es
nuestra pretension que simplemente se entienda, aparte de dar la férmula,
por lo que empezamos con un ejemplo que pensamos es mas intuitivo y
que se refiere al caudal de agua por una tuberia.

Sea la tuberia de la figura en cuyo interior no hay fuentes de
produccién de agua (no hay “grifos” ni “sumideros”)

Qe Qs

Evidentemente la cantidad de agua que entra por la izquierda por
unidad de tiempo, caudal de entrada Q,, es la misma que la que sale por la
derecha, @ (recordar que en el interior de la tuberia no hay fuentes ni
sumideros de agua). Vamos a definir una magnitud matematica que nos
permita, segun sea su valor, saber si dentro de la tuberia hay “productores”
de caudal o no. Esta magnitud la vamos a llamar flujo en una superficie y
se define de la siguiente manera:
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S: vector superficie. Perpendicular a la superficie. Mdédulo: su

area S
/ | /

Si por esa superficie “pasa” una cantidad de agua o viento o

cualquier caracteristica vectorial definida por el vector Q

-

S Q
0

i

Se define el flujo @ del vector 6 a través de la superficie S como

el producto escalar de ambos vectores:
0=Q-S=|Q||S|coso
Si el angulo que forman es 90 el flujo sera cero porque realmente

no entra ni sale nada hacia adentro o hacia afuera de la superficie pues el

vector Q pasa “de perfil” por la superficie. Imaginemos que el vector (7
representa la direccidon del aire y la superficie es una vela. Si el angulo es 90
el flujo sera cero y el aire no producira fuerza alguna sobre la vela, como
podemos imaginarnos viendo la figura:

T§

| 5

<l
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Si la superficie es cerrada convenimos que el vector superficie va
siempre hacia afuera, de esta manera podemos distinguir el flujo de
entrada que sera negativo del flujo de salida que sera positivo. Veamoslo
con el ejemplo de la tuberia:

Vector caudal entrada vector caudal salida

Flujo de entrada: @, = Q - S-cos180 = —-Q - S
Flujode salida: @ =Q-S-cos0=Q-S
Q)total = ®e + Q)S = _QS+ QS = O

Donde, como hemos dicho antes, al no haber fuentes en el
interior de la tuberia los vectores Q son iguales. Por lo tanto, vemos en este
ejemplo que el flujo total es cero porque lo que entra es igual alo que sale
por no haber fuentes de produccion de agua en el interior. El teorema de
Gauss diria en este caso que si la suma de los flujos no es cero es porque
hay una fuente de produccion de agua en el interior de esa tuberia.

Hemos intentado con este ejemplo explicar dos cosas
importantes:

Primero la definicion de flujo por una superficie y segundo que
cuando dentro de una tuberia, superficie cerrada, no hay fuentes de
produccién de agua el flujo total debe ser cero. Pretendemos con ello que
el teorema de Gauss del que vamos a hablar ahora no nos parezca tan
abstracto como suele ocurrir en los libros. Veamos.
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Sea una superficie cerrada cualquiera como la de la figura

En cuyos puntos puede haber un campo eléctrico representado por los
vectores rojos de la figura. Los vectores pequefios, en verde, representan
los vectores superficie, perpendiculares a ella en cada punto y hacia afuera
como hemos quedado (esto es necesario porque el teorema ha de referirse
a una superficie cualquiera).

Para calcular el flujo a través de esa superficie calculamos los
flujos por cada una de esas “baldosas” muy pequenas (infinitesimales) de
cada vector campo eléctrico. El flujo total serda la suma de todos los
“flujitos”. Para hallar esa suma aseguramos aqui, sin demostracion, que la
suma de muchisimos sumandos muy pequeiiitos es una integral (ver
aplicaciones de las integrales)

El teorema de Gauss nos dice que si el flujo total no es cero es
porque, al igual que en la tuberia, hay productores de campo eléctrico,
cargas eléctricas, en su interior. La formula expresa la dependencia entre
el flujo total en una superficie cerrada y la carga en su interior que es la
productora del “caudal” eléctrico

(Z) — .[E_)dg) — qint;rior

Férmula que representa al teorema de Gauss

Como hemos comentado, vamos a hacer un ejemplo de aplicacidon
del teorema de Gauss para calcular el campo eléctrico creado por una
distribucion de cargas NO PUNTUALES (si las cargas son puntuales se aplica
directamente la ley de Coulomb a cada carga y se suman los distintos
campos, como se ha hecho en ejemplos anteriores). Esta distribucion va a
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ser una esfera de radio R cargada uniformemente con una carga total Q.
Como hay dos espacios claramente diferenciados, dentro de ella y fuera de
ella, empezamos calculando el campo eléctrico en puntos de su interior, a
distanciasr < R

Para la aplicacion del teorema tenemos que seguir unas pautas
gue, como hemos comentado, resumimos para este nivel de una manera
simple:

12 Por los puntos en los que queramos calcular el campo
hacemos pasar una “superficie gaussiana” en la cual el médulo del campo
eléctrico, aunque desconocido, tenga valor constante. Esto es necesario
para que no halla que resolver la integral segun sea el valor del campo
porque lo desconocemos. No preocuparse, si la distribucion de carga es
esférica, las superficies gaussianas son también esferas. En nuestro dibujo,
la esfera roja es la que contiene la carga y la esfera verde es la superficie
gaussiana a la que vamos a aplicar el teorema.

22 Se dibuja el vector campo eléctrico en los puntos de la
superficie gaussiana para calcular el flujo aplicando la definicion:

E

ds

Como la superficie es una superficie esférica la hemos dividido en
“baldositas” muy, muy pequefias, que por esa razén se denotan ds, esta
simbologia es muy importante matematicamente y se refiere a cuando una
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magnitud tiene un valor que tiende a cero. Dibujados el vector campo
eléctrico y el vector diferencial de superficie calculamos, el “flujito” muy
pequefio (porque la superficie es también muy pequefia, como ya hemos
dicho) que también serd un diferencial, diferencial de flujo:

dp=FE-dS=E -ds-cosO =E -ds >

®=Zd®=JEds=Ejds

Donde E ha salido de la integral porque vale lo mismo en todos
los puntos de |la esfera verde, gaussiana, a la que le estamos aplicando el
teorema (existe lo que se dice una “simetria esférica” puesto que los
distintos puntos de ella son “indistinguibles”). Por otro lado, la ultima
integral, f ds, es la suma de la superficie de todas las baldositas en las que
hemos dividido la superficie de la esfera. Por lo tanto, sera la superficie total
de la esfera verde S = 4nr?. Entonces, nos queda:

@def:Ede=ES—>®=E'41TT2 (1

32 Se calcula el flujo aplicando el teorema de Gauss que
sabemos es igual a la carga interior a la superficie gaussiana verde entre
la permitividad. Para ello es necesario que sepamos la densidad de carga
eléctrica en la esfera roja para asi calcular la que encierra la esfera verde,
multiplicando dicha densidad por su volumen. La densidad la denotamos
por p y creemos que es sencillo ver que la podemos calcular dividiendo la
carga total de la esfera roja, que la conocemos, entre su volumen. Por lo

tanto:
Q 30Q
= — = = C m3
P=y %nRg s ¢/
Y aplicando el teorema:
30 .4 _ 3
& __ Qinterior _p'Vverde _ 4mR3 31" _ Q 3 (2
Gauss — < - < - < - <R3 r ( )
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El cuarto, y ultimo paso, consiste en igualar los dos flujos, el flujo
calculado por la definicidn y el flujo calculado por Gauss, las formulas (1)
y(2)
3

Baef = Dgauss — E4mr? = R3"

Despejando E y simplificando

Q

~ 4meR3 r

De direccidn radial y sentido hacia afuera. Observamos que en el
centro el campo eléctrico es cero. Insistimos que este problema es muy
poco probable que se ponga en un examen de 22 de bachiller. Se ha hecho
por dos razones, la primera porque esta en el programa y la segunda, mas
importante creemos, para alumnos y alumnas que tengan “mas interés” de
lo normal en la asignatura.

Vamos a finalizar calculando el campo creado por esta
distribucion de carga en puntos de su exterior, con r > R. Este caso, como
vamos a ver, es mas sencillo. Las pautas a seguir son exactamente iguales
asi que no repetimos el porqué

E
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22 Calculamos el flujo aplicando la definicion
(Z)def:’]‘E)'ES::JE'dS'CosozEde:E.4nr2

32 Calculamos el flujo por Gauss

_ Qint — Q

QGauss - < ;

Dado que ahora, y es por lo que decimos que este caso es mas
facil que el anterior, la carga interior a la bola verde NO depende de su
radio puesto que es la carga total de la bola roja.

E igualando ambos flujos:

Q
Q)def = Ogauss = E - 4mr? = = -

Q

" Amer?

De direccion radial hacia “afuera”. Observando la ley a la que
hemos llegado, debemos de ver que este campo creado por la bola fuera
de ella coincide con el que produciria una carga puntual del mismo valor y
situada en su centro, algo que nos permite decir también que por fuera de
ella el potencial es el mismo que el creado por una carga puntual situada en
su centro.
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