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Ejercicio 1 (matrices)
Dadas las matrices
0 a
1 a 2
a=( ) B= (1 1)
0O -1 1 3 9
Determinar:
a) Determina para que valor de a la matriz AB tiene inversa

b) Resuelve para a = 0 la ecuacion matricial ABX =3I, siendo | la
matriz identidad.

Para responder a la primera pregunta, debemos primero
calcular la matriz AB:

0 a

(1 a 2 _(a+6 2a+4

AB_(O -1 1)<1 1>_( 2 1 )
3 2

Recordando el calculo de la inversa

1

A= —
4]

(adjA)"

Creemos que es facil deducir que una matriz es invertible si
su determinante es distinto de cero. Por lo tanto:

“;6 2“1+4 —a+6—(4a+8)=—3a—2
Para que exista entonces la inversa:
2
—3a—2¢0—>a¢—§

Para resolver la segunda pregunta, despejamos primero de la
ecuacion la matriz X:

ABX =31 - (AB)X =31 - (AB)"*(4AB)X = (AB)™13I -
X = (AB)7 131
Por lo tanto, tenemos que calcular lainversa de AB cuandoa=0
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En el primer apartado ya hemos calculado la matriz AB en
funcion de los valores de a:

(30 B onor- ¢ Y-
R o |AB| = —2
(AB) =w(ad]AB) - adeB=(_14 —62)—>
weyt=—(1

Siendo entonces la matriz X:

x=wpar=2 (L A3 =31 4

Ejercicio 2 (determinantes)

Calcularsin desarrollar el valor del siguiente determinante,
justificando los pasos dados.

2 b c+a

2 a b+c

2 ¢ a+b
2 b c+a 1 b c+a 9aF _ Daf _ {af
2 a b+4+c|=2|1 a b+C=3§F—>3§F—1§F=
2 ¢ a+b 1 ¢ a+b

1 b c+a 1 b c+a

210 a=b b—a|=20 a—-b —(a—Db)|=
0 c—b b-—c 0 c—b —(c—b)
1 b c+a
2(@a—b)(c—bhb)I0 1 -—-1|=0
0o 1 -1

Donde en la primera igualdad se ha sacado factor comun 2 de
la primera columna y lo mismo en la penultima igualdad, en donde se
ha sacado factor comun (a - b) de la segunda filay (c — b) de la tercera
fila. Por ultimo, el valor del determinante es cero puesto que tiene dos

filasiguales.
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Ejercicio 3 (matrices)

Resuelve la siguiente ecuacion matricial:

5 2 0 010
(O 0 1>X = (1 0 O)
3 10 0 0 1

Multiplicando en los dos miembros, a la izquierda, por la
inversa de la matriz que multiplica a la matriz incognita:

5 2 0\1/5 2 0 5 2 0ON'/0 100
0 0 1 0 0 1|X=[0 0 1 1 0 0]~—
3 10 3 1 0 3 1 0 0 0 1

5 2 0ON'/0 100
I-X=X=[0 0 1 1 0 0] (1)
3 1 0 0 0 1

Tenemos que calcular entonces la inversa y después efectuar
el producto dado para obtener la solucion. Calculamos la inversa:

5 2 0
0 0 1

5 2
. 5 2 0\ =l; §l=1
At=—(adjA)" >(0 0o 1| ={B 10
4] 21 0 (—1 3 0)
adjA= 0 0 1
\ 2 -5 0

Donde el determinante se ha desarrollado por los adjuntos de
la segunda fila y la matriz adjunta aplicando las reglas comentadas en
la teoria, no tiene mas misterio que seguirlas. Aplicando entonces la
formula de la inversa tenemos:

1 -1 0 2
A1 ZI 3 0 -5
0 1 0

Conviene comprobar que, efectivamente, se cumple:

f

A-A1=]
Asi lo hemos hecho en este caso.

La solucion, la matriz X, sera, sustituyendo en (1)
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-1 0 2 01 0 0 -1 2
X={3 0 -5|1 0 0)={0 3 -5
0 1 O 0 0 1 1 0 0

Ejercicio 4 (matrices)

Se consideran las matrices

SRR (Y

a) (1 punto) Calcule para que valores del parametro k tiene
inversa la matriz AB. Calcule la matriz inversa en el caso de k
=1

b) (1 punto) Calcule la matriz BA y discuta su rango en funcion
del parametro k

c) (0.5 puntos) En el caso de k = 1, escriba un sistema
incompatible de tres ecuaciones con tres incognitas cuya
matriz de coeficientes sea la matriz BA.

Calculamos la matriz AB:
1 1
(1 -1 k _(k 2
am= (L5 51 )= 2

Debemos de saber, como ya se ha dicho, que una matriz
cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero.
Calculamos, por lo tanto, su determinante:

|AB| =k(k—1)— 2k = k? — 3k = k(k — 3)

- |i k E 1|
Sera nulo si:

k=0
k=3

No tendrainversa entoncessik=00k=3

uk—$=oq{

Sik=1suinversaes:
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(=]} 5=-2
i =i = agia= (9 ) sat=5(0 )
L(ade)T:(—Ol _12)

Podemos comprobar el resultado puesto que el producto de una matriz
por su inversa es la matriz identidad:

= DD D--AE Y-

Efectivamente, no hemos cometido errores en los calculos.
b)

Calculamos la matriz BA:

1 1 1+k 0 k-1
BA=<1 —1)(111c ! _"1)=(1—k ~2 k+1>
1 0 1 -1k

En el caso de que haya parametros, el método mejor para
discutirelrango de una matrizes en el que se aplica el teorema que nos
dice que el rango de una matriz coincide con el orden del mayor
determinante que contiene. Como en este caso contiene un unico
determinante de tercer orden vamos a calcular su valor, que dependera
delvalor del parametro k.

k+1 0 k-1
1-k -2 k+1
1 -1 k
k+1 0 k—1
-1-k 0 —-k+1
1 -1 k

El determinante de tercer orden vale cero para cualquier valor
de k. Nos hemos dado cuenta de que la segunda fila es la primera
multiplicada por (-71). También hubiéramos llegado al mismo resultado

= |22F - 22F + 32F - (=2)| =

k+1  k—1]_,

=ladj 220l ==CD] 23y g4l T
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desarrollando el ultimo determinante de segundo orden y también,
evidentemente, desarrollando el determinante primero de tercer orden

por la regla de Sarrus. Pensamos que el desarrollo por los adjuntos es
mas interesante y también aplicar las propiedades.

Sabemos entonces que el rango es menor que tres. Pero
puede ser dos o incluso uno. El rango sera uno soélo si TODOS LOS
DETERMINANTES DE SEGUNDO ORDEN VALEN CERO PARA UN MISMO
VALOR DE k.

Elegimos el primero de la esquina superior izquierda:

k+1 O
1-k -2

De ser el rango uno, sélo puede ser si todos los demas
determinantes de segundo orden se anulan para ese valor. Veamos:

0 0 -2
BA=10 0 2
1 -1 -1

Y observamos que el determinante de la esquina inferior derecha

|=(—2)(k+1)=0—>k=—1

|_01 _21| =2+ 0->rango(BA) =2

En el caso de que k=1, la matriz queda:

2 0 0
0 -2 2
1 -1 1
Y el sistema de ecuaciones en forma matricial:
2 0 0\ /x a
5 )0-6
1 -1 1/ ‘\z C

Que, puesto en la forma tradicional:
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2 0 Oa
(0 —2 2 b|~|32F

1 -1 1c¢

2 0 0 a
- 38F - (=2)+ 12F|~|0 -2 2 b ~
0O 2 =2 —-2c+a

2 0 0 a
~|38F - 338F + 28F|~(0 -2 2 b
0O 0 0 —-2c+a+b

Que sera un sistema incompatible siempre que:

—2c+a+b=#0

Por lo que hay muchas soluciones.

Por ejemplo:
a=1
b =
c=2
Siendo el sistema:
2x =1
—2y+2z=1
X—y+z=2

Entre otras muchas posibilidades.
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