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OPTIMIZACION

Como ya sabemos por la definicion de derivada ésta nos sirve,
entre otras cosas, para calcular en qué puntos una funcién alcanza un valor
maximo o minimo puesto que en estos puntos la derivada se anula. En la

|II

vida “real” esto puede ser importante. En los siguientes problemas se trata
de encontrar la solucién éptima, maximo o minimo, de cierta funcion. La
complicacidon, que creemos que normalmente no es mucha, es que
tenemos que deducir por nuestra cuenta cual es esa funcidon. No se puede
dar una férmula general para ello, pero si se puede hablar de unas pautas
para llegar a ella. Creemos que con los ejemplos puede quedar clara la

forma de trabajar. Veamos:

Ejemplo 1.

Descomponer el numero 10 en dos sumandos de tal manera que
su producto sea mdximo.

PRIMER PASO:

Expresar la funcidn a optimizar, sin tener en cuenta el enunciado, que en
este caso es el producto de dos numeros. Por lo tanto:

P(x,y)=x-y

Esta funcion, como en nuestro caso, sera funcion de dos
variables (si el problema es muy simple y la funcién es de una variable
mejor, sélo tendremos que derivarla para encontrar su maximo o minimo)

SEGUNDO PASO:

Relacionar las dos variables teniendo en cuenta el enunciado. Es en este
segundo paso en donde estd la complicacidon de estos problemas. En el
nuestro, por ser el primero, creemos que es bastante sencilla puesto que
en el enunciado nos dicen “descomponer el nimero 10”.
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Por lo tanto
x+y=10-y=10—x
TERCER PASO:

Despejando una de ellas en esta relacion y sustituyendo en la
funcion a optimizar llegamos al tercer y ultimo paso:

P(x)=x-(10 — x)

Funcion de una variable cuyo maximo (o minimo) cumple que la
derivada es cero. Por lo tanto:

P(x)=1(10—x)+x(-1)=10-2x=0-10—2x=0->x=5
Siendo entonces el otrosumandoy =10 —x >y =5
Cuyo producto, que es la funcion que queriamos optimizar, es 25

Nos puede quedar una duda: ées maximo o minimo? En la teoria
de dibujo de funciones, en el apartado de concavidad y convexidad, se dice
gue los maximos tienen la segunda derivada negativa y los minimos la
tienen positiva.

En nuestro problema:
P'(x)=-2Vx

gue como es negativa para todo valor de x concluimos que el valor hallado
de x nos da un maximo de la funcion estudiada. Al estar el problema bien
enunciado, los valores que nos salen suelen ser la solucién que nos piden,
pero hay que comprobar con la segunda derivada que lo que nos sale es
efectivamente la solucidn, con mds razdn si nos salieran varias soluciones.
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Ejemplo 2.

Queremos construir un bote cilindrico con tapas de volumen 1 u3
(1 unidad cubica). Queremos que la superficie de chapa utilizada sea
minima para gastar en ella el minimo dinero posible. ¢ Qué dimensiones
ha de tener el bote?

Primer paso. Funcidn a optimizar.

Cogemos un bote cualquiera (en este caso es lo que queremos
decir cuando hablamos de no tener en cuenta los datos del problema:
cogemos un bote cualquiera) y expresamos la funcidn a optimizar que es su

—

area:

Si desplegamos el cilindro para calcular su drea tenemos:

2R

A =2-(7R?) + 2nRH
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Funcién de dos variables en R y H, donde el primer sumando
representa el drea de las dos tapas y el segundo es la superficie lateral.

Segundo paso. Relacionar las dos variables Ry H:

Como se ha dicho, es en este paso donde tenemos en cuenta el
enunciado, en él esta la relacion buscada, y en este caso es facil intuir que
el volumen, de una unidad cubica del que habla el enunciado, nos dara
pistas. En efecto, sabemos que el volumen de cualquier prisma recto es
area de la base por la altura. En nuestro problema

1
V=mR?H=1->H=——
T - mR?

Donde encontramos la relaciéon buscada.

Tercer paso: Sustituir la relacion anterior en la funcidon a
optimizar.

Sustituyendo la relaciéon anterior en la funcién a optimizar nos

gueda:

1 2
A=2-(mR?) +2nRH - A = 2nR?> + 2nR— > A = 2mR?* + —
TR? R

Ya estamos en condiciones de calcular el minimo de esta funcion.
Derivamos para ello:

—2
A = 2m2R +ﬁ

Igualando a cero para calcular su minimo (o maximo).

AiR -2 — 0 RI = L p="|1
_——_— = - = —_— = _—
T~ Rz o 27T

Siendo entonces la altura del cilindro:
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Comprobamos que la segunda derivada queda positiva para el
valor del radio calculado, por lo que serd un minimo.

' —2 ' —(—2)2R 4 31
4
=47T+T=127T>0
2m

Por lo que los valores calculados corresponden a un minimo.

Ejemplo 3.

Inscribir un rectangulo de adrea maxima en una circunferencia de
radio R.

Primer paso. Funcidn para optimizar:

Como ya hemos comentado, para expresar la funcion que
tenemos que optimizar dibujamos un esbozo del problema y escribimos la
funcidon a optimizar “sin tener en cuenta los datos del problema”, en
nuestro caso el area de un rectangulo cualquiera inscrito en una
circunferencia:

b-h

S
Il
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Segundo paso: Relacionar las dos variables que aparecen en la
funcién a optimizar:

N

\ 4

{k

b

Para esta relacion tenemos que observar la figura y los datos del
problema. Cuando se trate de circunferencias, el radio o el diametro suele
dar pistas sobre ello. Ademas, en vez de dibujar un radio o diametro
cualquiera, dibujamos los que tengan que ver con nuestra figura, el
rectangulo en este caso, que en nuestro dibujo es el didametro AC. Si nos
fijamos en el triangulo rectangulo ABC creemos que se ve facilmente la
relacion entre b y h aplicando el teorema de Pitagoras:

b? + h? = (2R)?

Y despejando una de ellas, la variable h, por ejemplo, en funcidn
de la otra nos queda:

h = 4R? — b2

Tercer paso: Por medio de la relacion hallada se sustituye en la
funcidon a optimizar la variable h y esta nos queda ya funcidon de una
variable:

A=b-/4R? — b?

Cuyo maximo (o minimo) se calcula igualando a cero su derivada:
=b- — b2 > A" =1J4R?>—-Db%+ b

Igualando a cero nos queda:

\/7(— b)
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1V4R? — b2 + h——
\/4R2 b2

Donde en el ultimo paso hemos multiplicado todos los términos

(=2b) =0->4R?>—-b2—-b2=0-

de la ecuacién por la raiz.
b? = 2R* > b = +RV2

Elegimos claramente el valor positivo, siendo entonces la altura
del rectangulo para esta base:

h = +4R2 — b2 = \JAR2 — 2RZ = R\2

Siendo por lo tanto la solucidn un cuadrado de igual base que
altura. Se deja como trabajo el demostrar que es un maximo haciendo la
segunda derivada y comprobando que para el valor de b calculado esta es
negativa.

Ejemplo 4.

Calcular las dimensiones del triangulo isosceles inscrito en una
circunferencia de radio R que tiene la mayor drea.

Primer paso: Funcidn a optimizar: el area de un tridangulo que
escribimos directamente:
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Si nos fijamos en el triangulo ABO, en verde, cuya hipotenusa es
el radio de la circunferencia (como en el ejemplo anterior vemos que el

III

radio de la circunferencia nos da pistas, un radio “especial” que va a un
vértice del tridngulo problema), un cateto, el AB, es la mitad de la base y
el otro cateto, el 0B, es la altura del triangulo menos el radio 0C, en rojo.

Si aplicamos Pitagoras al tridangulo ABO nos queda:
b2
R? = (E) + (h—R)?

De donde podemos despejar b en funcion de h (aunque podiamos despejar
h en funcién de b y llegariamos al mismo resultado y proceso)

b = 2\/R2 — (h— R)? = 2,/R? — (h? + RZ — 2Rh) = 2y/2Rh — h?

Tercer paso: Sustituimos el valor de b, funcion de h, en la funcion
a optimizar quedando, como siempre, una funcion de una variable:

1
A= EZN/ZRh—hZ +h - A= hy/2Rh — h?
Derivando queda:

1
A'=1{J2Rh—h%2+h 2R —2h
2\/2Rh—h2( )

Igualando a cero queda:

1
1V 2Rh — h?> + h 2R—-2h) =0
2\/2Rh—h2( )

Multiplicando a todos los miembros de la ecuacion por la raiz:
- 2Rh—h?>+h(R—h)=0
h=0

— —2h2+3Rh=0->h(3R—-2h) =0 > 3
h=ER

Eligiendo el valor que da sentido al problema:
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h—3R
2

Ya que el valor de h=0 no nos da como solucidn ningun tridngulo.

Demostrar, por parte del sufrido lector, que es un mdaximo
comprobando que la segunda derivada para este valor de h nos queda
negativa.

Si calculamos, con este valor de h, |la base del tridangulo veremos
gue se trata de un triangulo equilatero:

3 9 3
b=2 HM—h2=;fm§R—ZRL=ZZRZ=RJ§

Calculando los lados desiguales en la figura:

b=RV3 K
h—3R L
2
RV3
2
292R2'3 2
L2 =2R? + =3R%2 > L=RV3

4 4

Como vemos, la base es igual que los catetos. Se trata de un
triangulo equilatero.
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