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DEFINICION Y CONCEPTO GEOMETRICO DE DERIVADA

El concepto de derivada esta indefectiblemente unido al de
variacion y crecimiento y es uno de los instrumentos mas importantes y
potentes del calculo.

Tengamos una funcién cualquiera y = f(x). Esta ley nos permite
dibujar la curva con sélo tener paciencia y darle valores a “x” y obtener
sucesivamente los puntos por los que pasa. Sin embargo, nada nos dice de
como se comporta la funcion en un punto dado en cuanto a su crecimiento
o decrecimiento en él. Eso es lo que nos va a decir la derivada.

Veamos:

Cojamos un punto cualquiera x=a y pensemos como podemos
saber si en ese punto la funcion crece mucho o poco y cuanto:

f(x) Y
f&x) = f(a)

f(a) v

Para ello cogemos una “x” al lado de x=a y miramos lo que ha
crecido la funcién que, como se ve en la figura, es f(x) — f(a). Sin
embargo, este crecimiento no es significativo si no tenemos en cuenta el
crecimiento horizontal, el crecimiento de la “x” que, como también se ve
en la figura, es x — a.
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Que el crecimiento en vertical no es significativo si no se tiene
en cuenta el crecimiento horizontal, se ve en el ejemplo de estas dos
rampas:

E—

B, . B
™

Las dos han crecido lo mismo en vertical pero claramente la
rampa de la izquierda esta mas inclinada, tiene mas pendiente. Por eso
definimos la pendiente de una rampa, de una carretera, como el cociente
entre el crecimiento vertical y el crecimiento horizontal. A la pendiente de
una recta se le suele llamar m. En nuestras rampas:

H H
my —B—l—tga1 m, —B—z—tgoc2

Siendo mayor, evidentemente, m; ya que su denominador es
menor. Recordemos que la pendiente m, es la tangente del angulo a; v,
analogamente, m, coincide con la tangente de a,. Por ello, también se
define como pendiente de una rampa la tangente del angulo que esta
forma con la horizontal. Aclarado este asunto y volviendo a la primera
figura definimos el siguiente cociente incremental como una primera
aproximacion al calculo del crecimiento de la curva en x=a:

by @) -f@

Ax xX—a

Pero todavia, para definir la derivada de la curva en x=a, nos falta
un detalle: para ser lo mas precisos posible es necesario que x esté muy
cerca de a, que el crecimiento horizontal sea muy pequeio, pues si no el
error puede ser considerable como se ve en la siguiente figura:
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) /A

f&) = f(a)

f(a)

Si calculamos el cociente incremental

By _f(0) - f@

Ax X —a

la pendiente de la curva en este caso nos sale positiva, ya que f(x)-f(a) es
positivo, cuando claramente vemos en la grafica que la curva esta
decreciendo en ese punto y tendria que salir por ello negativa.

Por lo tanto, tenemos que coger una “x” lo mas proxima posible
a x=a, una “x” que tienda a x=a, definiendo por ello la derivada en x=a de
la curva y=f(x) como:

V(@ — lim @@

x—-a X—a

FORMULA FUNDAMENTAL, DEFINICION DE DERIVADA DE UNA
FUNCION EN UN PUNTO. En ella, se ha denotado a la derivada en x=a como

y'(a)
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Veamos un ejemplo:

Sea la curva'y = x?. Vamos a calcular la derivada en x=3

s e S —F(3)
ORIL B
x? — 32 x—3)(x+3
=1im—=1im( ) )=1im(x+3)=6
x-3 X —3 x—3 x—3 x—3
Por lo tanto:
y'(3)=6
Lo que graficamente significa
9
6

3 1

Que la inclinacidn de la curva en ese punto, su pendiente, o lo que es lo
mismo su tangente, toman el valor de 6.

De la tangente a la curva en ese punto ya conocemos el punto
(3,9) por donde pasa y la inclinacion, su pendiente, que vale 6. Por lo
tanto, con esos datos, ya podemos calcular la ecuacion de la recta
tangente.
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ECUACION DE LA RECTA TANGENTE Y NORMAL A UNA CURVA

Dado que la ecuacidn de una recta que pasa por el punto (xg, ¥o)
y tiene pendiente m viene dada por la férmula:

Y — Yo =m(x — Xxg)

La ecuacidn de la tangente a una curva en un punto de ella
P(xy,y,) viene dada por la férmula

Y=Y =Y (x—xp)
Dado que la derivada coincide con la pendiente de la tangente

En nuestro caso:

{P(3,9) .

Y =6 y—-9=6(x—3)->y=6x—9

Se define la normal a la curva en un punto como la recta que pasa
ély es perpendicular a la recta tangente. Teniendo en cuenta que dos rectas
perpendiculares cumplen la siguiente relacion entre sus pendientes

m1 - mz == —1
El producto de las pendientes de la tangente y de la normal ha de dar -1.
Migngente - Mnormal = -1

En nuestro caso:

1
6-m,=—-1->m,=——

Como el punto por el que pasa es el mismo que el de la tangente su
ecuacion queda:

9= _Lix—3
y-9=—¢x=-3)
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DEFINICION DE FUNCION DERIVADA

Si ahora nos pidieran la derivada a esa curva en otro punto
deberiamos hacer lo mismo en ese punto. Para ahorrar tiempo podemos
pensar en calcularla en cualquier valor de x = x, constante y asi deducir
la funcidn derivada que, evidentemente dependera de x,

, ) = f(x0) . x*—=x§ . (= x0)(x + xp)
y'(x9) = lim = lim ——— = lim
xX—>Xq X — Xp xX=x9 X — X X—=Xq X — Xy
= lim x + x, = 2x,
X—Xg

Lo que nos lleva a decir que la funcion derivada de

y =x%* es y' = 2x. Si sustituimos el valor de x=3 en esa funcién, el
resultado es y’(3)=6, el mismo valor que hemos obtenido aplicando la
definicidon (como no podia ser de otra manera)

Nuestro trabajo ahora es saber calcular la funcion derivada de
una funcion dada cualquiera. Para ello, felizmente, hay unas reglas que nos
lo permiten sin necesidad de calcular el limite como se ha hecho en el
ejemplo anterior. Estas reglas, que siempre hay que recordar o tener a
mano, dan lugar a la leccion siguiente de calculo de derivadas.
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