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          INTEGRALES IRRACIONALES CUADRÁTICAS EN EL NUMERADOR                            

                            

                  En este capítulo vemos como se resuelven las irracionales 

cuadráticas cuando la raíz aparece en el numerador                              

                  La primera es muy típica y tiene un método propio que hay que 

saber. Es verdad que se podría hacer como las otras dos, sin cambios 

trigonométricos que muchas veces son demasiado largos, pero este es el 

método tradicional: 

 

                                    EN EL NUMERADOR LA PRIMERA √𝒂 − 𝒃𝒙𝟐 

 

                  Ejemplo 1  

                  Se trata, como siempre, de quitarnos la raíz de la integral. Como 

es una resta nos vamos a apoyar en la siguiente igualdad trigonométrica: 

𝟏 − 𝒔𝒆𝒏𝟐𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 

En donde una resta se transforma en un cuadrado perfecto: 

∫√𝟕− 𝟒𝒙𝟐𝒅𝒙 = 
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                  Donde la integral del coseno al cuadrado corresponde a una de las 

cuatro integrales básicas vistas al principio de las integrales trigonométricas. 

Ahora debemos descambiar la variable: 
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= 𝑠𝑒𝑛𝑡 → 𝑡 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛

2𝑥

√7

𝑠𝑒𝑛𝑡 =
2𝑥

√7

𝑐𝑜𝑠𝑡 = √1 − 𝑠𝑒𝑛2𝑡 = √1 − (
2𝑥

√7
)
2|

|

 

𝟕

𝟒
(𝒂𝒓𝒄𝒔𝒆𝒏

𝟐𝒙
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√𝟏 − (
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                   Como se ve, todo el mérito consiste en que dentro de la raíz nos 

aparezca un cuadrado perfecto para que la raíz desaparezca.  

 

                                 EN EL NUMERADOR LA 2ª o LA 3ª 

                                 Si en el numerador aparecen las otras dos raíces  

√𝑎𝑥2 ± 𝑏 

existen formas similares, utilizar identidades trigonométricas para que esa 

suma o resta se transforme en un cuadrado perfecto. Sin embargo, creemos 

que son demasiado engorrosos y particulares.  Preferimos utilizar una 

fórmula, llamada método alemán, que además de resolvernos estas nos 

pueden resolver otras: 
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                                    Fórmula del método alemán 

∫
𝑷𝒏(𝒙)

√𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄
𝒅𝒙

= 𝑷𝒏−𝟏(𝒙)√𝒂𝒙
𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄 + 𝝁∫

𝟏

√𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄
𝒅𝒙 

 

Donde tendremos que calcular el polinomio  𝑷𝒏−𝟏(𝒙)  y el valor del 

parámetro 𝝁. 

 

                  Ejemplo  

∫√𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏𝒅𝒙 

                   Multiplicando numerador y denominador por la raiz llegamos a 

una integral a la que podemos aplicar el método alemán.                                                

∫
𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏

√𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏
= (𝑨𝒙 + 𝑩)√𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 + 𝝁∫

𝟏

√𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏
𝒅𝒙 

Ecuación (1) 

Donde hemos aplicado la fórmula del método alemán 

                  Esta última ecuación al derivarla es la que nos permitirá conocer 

las incógnitas 𝑨,𝑩 𝒚 𝝁: 

𝑥2 + 𝑥 + 1

√𝑥2 + 𝑥 + 1

= 𝐴√𝑥2 + 𝑥 + 1 + (𝐴𝑥 + 𝐵)
2𝑥 + 1

2√𝑥2 + 𝑥 + 1
+ 𝜇

1

√𝑥2 + 𝑥 + 1
 

                  Subiendo el dos del denominador de la raíz al numerador y 

operando los quebrados de la derecha nos queda una identidad en dos 

quebrados cuyos denominadores son iguales. Igualaremos entonces los 

numeradores y esa igualdad nos permitirá deducir las constantes 

desconocidas 
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𝑥2 + 𝑥 + 1

√𝑥2 + 𝑥 + 1
=
𝐴(𝑥2 + 𝑥 + 1) + (𝐴𝑥 + 𝐵)

1
2
(2𝑥 + 1) + 𝜇

√𝑥2 + 𝑥 + 1
→ 

𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 = 𝑨(𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏) +
𝟏

𝟐
(𝑨𝒙 + 𝑩)(𝟐𝒙 + 𝟏) + 𝝁

→

{
 
 

 
 𝑥 = 0 → 1 = 𝐴 +

1

2
𝐵 + 𝜇

𝑥 = 1 → 3 = 3𝐴 +
3

2
(𝐴 + 𝐵) + 𝜇

𝑥 = −1 → 1 = 𝐴 −
1

2
(𝐵 − 𝐴) + 𝜇

 

                    Resolviendo el sistema y sustituyendo en la ecuación 1 queda 

hacer la integral: 

∫
1

√𝑥2 + 𝑥 + 1
= |𝑥2 + 𝑥 + 1 = (𝑥 + 𝑎)2 + 𝑏 → 𝑎 =

1

2
; 𝑏 =

3

4
|

= ∫
1

√(𝑥 +
1
2)

2

+
3
4

𝑑𝑥 = |𝒙 +
𝟏

𝟐
= 𝒕 → 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡|

= ∫
1

√𝑡2 +
3
4

𝑑𝑡 = 𝐿𝑔 |𝑡 + √𝑡2 +
3

4
|

= 𝐿𝑔 |𝑥 +
1

2
+ √(𝑥 +

1

2
)
2

+
3

4
| 

No olvidar sustituir este resultado en la ecuación (1). 
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