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APLICACION DE LA INTEGRAL. CALCULO DE VOLUMENES DE REVOLUCION

Cuando un trozo de curva cualquiera gira alrededor del eje X o del
eje Y, se forma un volumen que estamos interesados en calcular. Veamos:

1. GIRO ALREDEDOR DEL EJE X. METODO DE LOS DISCOS

Sealacurvay = f(x) de lafiguray queremos calcular el volumen
del cuerpo que se forma al girar alrededor del eje X el trozo de ella que va
entre x=a y x=b (marcado en rojo)

A Y=/

A
\ R = f(x)
x=b ~

Como vemos, el cuerpo no es un prisma recto en el que podamos
aplicar las leyes de la geometria bdsica. Lo que vamos a hacer es partir el
cuerpo en “ronchitas” muy finas (EN AZUL) que, por ser tan finas, podemos
aproximar al volumen de un disco (o cilindro muy fino) y después sumar
todos esos “volumencitos” por medio de la integral.

Empezamos cogiendo una “ronchita” o disco genérico definido
por la variable x y calculamos su volumen, que sera un diferencial pues su
altura también lo es (dx).

Como observamos en la figura, el disco tiene de altura dx y de
radio R = f(x), por lo tanto, su volumen sera:

Veitindro = mR*h - dV = nfz (x)dx -
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Como ya tenemos la expresion diferencial del volumen en
funcidn de la variable, aplicamos la “definicion” dada en la leccién
anterior

x=b
V= J f?(x)dx

Ill

También podemos calcular el volumen del “toroide” formado por

dos funciones al girar en torno al eje X, o lo que es lo mismo, el volumen
generado por el area rayada al girar en torno al eje X

Y/\

y1=f(®)
/Y A{Z Y2 = g(x)

\ )

xX=a x=b

Creemos que es facil ver que el volumen solicitado se calcula
guitandole al volumen generado por la curva superior al girar en torno al
eje X el volumen generado por la curva inferior al girar en torno al mismo
eje. O lo que es lo mismo, al volumen generado por la “rama” exterior le
guitamos el volumen generado por la “rama” interior:

V= fx:bnfz(x)dx — fx:bngz(x)dx =

xX=a xX=a

x=b
V= f [ eterionr(®) = Gluterior(1)]dx

xX=a
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2. GIRO ALREDEDOR EJE Y. METODO DE DISCOS

Se demuestra de la misma manera que en el apartado anterior:

Como antes, partimos el cuerpo en multitud de disquitos de
grosor muy fino dy, y definidos por la altura a la que estan, por la variable
y. El radio es el valor de “x” que le corresponde a esa “y”:

Comoy = f(x) > x = f1(») = R
y=b
dV = nR?h = n(f~L(y))dy > V = j 2(f-1(y)2dy
y=a

En el caso de que gire el area limitada por dos “ramas”, una
exterior o mas alejada del eje, y otra interior o mas cercana al eje, la ley es
la misma que en el caso del eje X:

V = jyzbn'{[f;;}terior(y)]z - [gi_nlterior(y)]z} dy
y=a

Veamos esto con algunos ejemplos.
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Ejemplo 1.

El drea limitada por la curva y = x(4 —x) y el eje X gira
alrededor del eje X. Calcular el volumen del cuerpo engendrado.

Esbozo:

ejeX:x=0,x=4
ejeY:y=0

y=x4—-x) - cortes{

Como vemos en la figura, encima del eje X sélo hay una rama que,
al girar, produce el cuerpo de revolucién dibujado. Por lo tanto, aplicando
la férmula de giro alrededor eje X de una sola rama:

b 4
V= L nfz(x)dx=f0 m[x(4 — x))%dx

Integral, que, una vez desarrollado el cuadrado, se transforma en
una polindmica sencilla.
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Ejemplo 3.

La misma drea (rayada) del ejemplo anterior gira alrededor del
eje Y. Calcular el volumen del cuerpo engendrado.

Como vemos en la figura, el area que gira respecto al eje Y tiene

DOS ramas, una mas cercana al eje Y (la mitad de la pardbola izquierda en

verde) y otra mas alejada (la mitad derecha de la parabola en rojo y mas

alejada del eje Y). Ademas, estas dos ramas nos van a aparecer
an

analiticamente al despejar la variable “x” en funcion de “y” para aplicar la
formula de volumen de revolucién alrededor eje Y

V = fy=bﬂ{[f;,}terior(y)]2 - [gi_nlterior(y)]z} dy
y=a

Despejemos entonces la variable “x”:

-4+ ./16 — 4(-1)(-y) R
—2

y=x(4—x)>—-x*+4x-y=0->x=

—4—,/16 — 4

X, = — y=2+,/4—y

-4+ .,/16 — 4

Xy = 5 y=2—,/4—y
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X, =2—J4—y (5 x; =2+ J4—y

2

Y entonces vemos claramente las dos ramas, la exterior o mas alejada del
eje (que hemos llamado x,) y la interior, 0 mas cercana al eje (que hemos
llamado x,). Entonces:

V = jy:bﬂ'{[f;,}terior(y)]z - [gi_nlterior(y)]z} dy
y=a

V=fy:4n[(2+m)2—(2—mz]dy=

y:

Arreglar siempre el integrando:

V=7tf [(4+4-y+4/i—y)— (4 +4—y—4J24—y)]dy
0
=nj481/4—ydy=8nf41/4—ydy

Integral muy sencilla que se resuelve segin los métodos de integracion
vistos.

4-y=t, primer cambio de variable del manual de métodos de integracion.

En la siguiente leccion vemos otro método para calcular
volumenes, el método de los tubos
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